
Beispiel Eigenwertzerlegung



8

398 Kapitel 8 · Spektralsätze

5 Eigenraum zu λ1 = 6 :Wir lösen das LGS (A ! 6E)v = 0:

⎭
!3 ! 6 3 0

3 5 ! 6 0

]

=
⎭

!9 3 0
3 !1 0

]
3(Z2)+ (Z1)!

⎭
!9 3 0
0 0 0

]

= Z.

Die Lösung ist:

Eig6(A) =
{

v ∈ R2

∣∣∣∣∣

⎭
v1
v2

]

= t

⎭
1
3

]

, t ∈ R
}

=
〈 ⎭1

3

] 〉
.

5 Eigenraum zu λ2 = !4 : Für den zweiten Eigenwert lösen wir (A+ 4E)v = 0:

⎭
!3+ 4 3 0

3 5+ 4 0

]

=
⎭

1 3 0
3 9 0

]
(Z2) ! 3(Z1)!

⎭
1 3 0
0 0 0

]

= Z.

Die Lösung ist:

Eig!4(A) =
{

v ∈ R2

∣∣∣∣∣

⎭
v1
v2

]

= t

⎭
!3
1

]

, t ∈ R
}

=
〈⎭

!3
1

]〉

.

Schritt 2: Wir bestimmen nun eine ONB für die verschiedenen Eigenräume. In diesem
Fall werden die zwei Eigenräume jeweils nur aus einem einzigen Eigenvektor aufge-
spannt. Somit genügt es, diese Vektoren zu normieren:

e1 = v1
||v1||

= 1√
10

⎭
1
3

]

, e2 = v2
||v2||

= 1√
10

⎭
!3
1

]

.

Wichtig! Reihenfolge: e1 gehört zu λ1 = 6, e2 zu λ2 = !4.

Schritt 3: Die gesuchte orthogonale Transformationsmatrix Q lautet somit:

Q =




| |
e1 e2
| |



 =




1√
10

! 3√
10

3√
10

1√
10





und es gilt

A =
⎭
!3 3
3 5

]

︸ ︷︷ ︸
=A

=




1√
10

! 3√
10

3√
10

1√
10





︸ ︷︷ ︸
=Q

⎭
6 0
0 !4

]

︸ ︷︷ ︸
=D




1√
10

3√
10

! 3√
10

1√
10





︸ ︷︷ ︸
=QT

= QDQT .

Machen Sie die Probe!
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Wir berechnen die Eigenwerte von A

Das charakteristische Polynom von A ist

PIA 1 7 2 4 12 21 3

1 1 1 3

Also sind die Eigenwerte von A 11 1 12 3

Da In 0 ist A nicht positiv definit oder semidefinit
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9.2.5 Übungen

Übung 9.1

• ! ! Man bestimme die SWZ der Matrix A =
⎭

2 2
−1 1

]

.

vLösung:
Schritt 1:Wir berechnen AT A:

AT A =
⎭
2 −1
2 1

]⎭
2 2

−1 1

]

=
⎭
5 3
3 5

]

.

Beachte, dass AT A symmetrisch ist (wie erwartet!). Dann führen wir die orthogonale
Diagonalisierung von AT A durch. Dazu berechnen wir die Eigenwerte von AT A. Um
diese Eigenwerte zu bestimmen, lösen wir die charakteristische Gleichung:

∣∣∣∣∣
5 − λ 3
3 5 − λ

∣∣∣∣∣ = (λ − 2)(λ − 8) != 0 ⇒ λ1 = 8, λ2 = 2 .

Die Eigenwerte von AT A sind (in fallender Ordnung)

λ1 = 8 > λ2 = 2.

Die Matrix A hat folglich r = 2 Singulärwerte

σ1 =
√

λ1 =
√
8 = 2

√
2 > σ2 =

√
λ2 =

√
2 .

Die Matrix ! lautet

! =
⎭
2
√
2 0

0
√
2

]

.

Nun berechnen wir die Eigenvektoren zu den Eigenwerten von AT A:
5 Eigenraum zuλ1 = 8: Für λ1 = 8 lösen wir das LGS

(
AT A − 8E

)
v = 0 mit dem

Gauß-Algorithmus:

⎭
5 − 8 3 0
3 5 − 8 0

]

=
⎭

−3 3 0
3 −3 0

]
(Z2)+ (Z1)!

⎭
−3 3 0
0 0 0

]

= Z.

Die Lösung ist:

Eig8(A
T A) =

{

v ∈ R2

∣∣∣∣∣

⎭
v1
v2

]

= t

⎭
1
1

]

, t ∈ R
}

=
〈⎭

1
1

]⎛

.

Beispiel SWZ
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5 Eigenraum zuλ2 = 2: Wir lösen das LGS
(
AT A − 2E

)
v = 0 mit dem Gauß-

Algorithmus:

⎭
5 − 2 3 0
3 5 − 2 0

]

=
⎭

3 3 0
3 3 0

]
(Z2) − (Z1)!

⎭
3 3 0
0 0 0

]

= Z.

Die Lösung ist:

Eig2(A
T A) =

{

v ∈ R2

∣∣∣∣∣

⎭
v1
v2

]

= t

⎭
−1
1

]

, t ∈ R
}

=
〈⎭

−1
1

]⎛

.

Die gefundenen Eigenvektoren von AT A sind orthogonal zueinander (wie erwartet aus
dem Spektralsatz). Wir normieren einfach noch die gefundenen Eigenvektoren:

v1 =

⎝

⎞
1√
2
1√
2

⎠

 , v2 =

⎝

⎞
− 1√

2
1√
2

⎠



und erhalten damit die gesuchte orthogonale Matrix V :

V =

⎝

⎞
1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

⎠

 ⇒ VT =

⎝

⎞
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

⎠

 .

Schritt 2: Jetzt machen wir einfach dasselbe Spiel mit AAT . Es gilt:

AAT =
⎭

2 2
−1 1

]⎭
2 −1
2 1

]

=
⎭
8 0
0 2

]

.

Wie erwartet ist AAT ebenfalls symmetrisch. Da AAT bereits diagonal ist, können
wir die Eigenwerte und Eigenvektoren direkt ablesen. Die Eigenwerte von AAT sind
λ1 = 8 und λ2 = 2 (gleich wie AT A) und die zugehörigen Eigenvektoren folglich

u1 =
⎭
1
0

]

, u2 =
⎭
0
1

]

.

DadieseEigenvektorenbereits orthonormal sind, erhaltenwir die gesuchte orthogonale
Matrix U als:

U =
⎭
1 0
0 1

]

.

Schritt 3: Die gesuchte SWZ von A lautet somit:

⎭
2 2

−1 1

]

︸ ︷︷ ︸
A

=
⎭
1 0
0 1

]

︸ ︷︷ ︸
U

⎭
2
√
2 0

0
√
2

]

︸ ︷︷ ︸
!

⎝

⎞
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

⎠



︸ ︷︷ ︸
VT

.

"#



Symmetrisch AT A

Wir wollen also zeigen dass f 5 E 5 gilt
f 5 T 5 T St 5

I s s

82

Positiv Semidefinit TA 0

Wir wollen also zeigen dass T f 5 0 für alle

x ̅ 5 5 S

T ST S

S S

115 112 0



Sonstige Aufgaben
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⎭⎭⎭⎭⎭
1+ α2 ! λ α

α 1 ! λ

⎭⎭⎭⎭⎭ = (1+ α2 ! λ)(1 ! λ) ! α2 = λ2 ! (2+ α2)λ + 1 .

Die Eigenwerte von AT A sind

λ1,2 = 2+ α2 ±
√
(2+ α2)2 ! 4
2

= 2+ α2 ±
√

α4 + 4α2

2
= 2+ α2 ± α

√
α2 + 4

2
.

Beachte, dass λ1,2 > 0. Die Singulärwerte von A sind

σ1,2 =

√
2+ α2 ± α

√
α2 + 4

2
.

!"

In den folgenden beiden wichtigen Beispielen zeigen wir die SWZ an nichtquadrati-
schen Matrizen.

Übung 9.3
• ◦ ◦ Man bestimme die SWZ der (2 × 3)-Matrix

A =
[
!1 1 0
0 !1 1

]

.

vLösung
Wir gehen wie in der vorausgegangenen 7 Übung 9.1 vor.

Schritt 1:Wir berechnen AT A

AT A =




!1 0
1 !1
0 1



⎛⎝

[
!1 1 0
0 !1 1

]

=




1 !1 0

!1 2 !1
0 !1 1



⎛⎝ .

Wie erwartet erhalten wir eine symmetrische (3 × 3)-Matrix. Dann bestimmen wir die
Eigenwerte und Eigenvektoren von AT A. Das charakteristische Polynom von AT A
ist:

⎭⎭⎭⎭⎭⎭

1 ! λ !1 0
!1 2 ! λ !1
0 !1 1 ! λ

⎭⎭⎭⎭⎭⎭
= (1 ! λ)(2 ! λ)(1 ! λ) ! (1 ! λ) = (1 ! λ)

⎞
(1 ! λ)(2 ! λ) ! 1

⎠

= !λ(λ ! 1)(λ ! 3) != 0 ⇒ λ1 = 3, λ2 = 1, λ3 = 0 .

Die Eigenwerte von AT A sind somit (in fallender Ordnung)

λ1 = 3 > λ2 = 1 > λ3 = 0.
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Die Matrix A hat folglich r = 2 Singulärwerte

σ1 =
√

λ1 =
√
3 > σ2 =

√
λ2 = 1

und die Matrix ! ist eine (2 × 3)-Matrix:

! =
[√

3 0 0
0 1 0

]

.

Als Nächstes bestimmen wir die zugehörigen Eigenvektoren.
5 Eigenraum zu λ1 = 3 : Für λ1 = 3 lösen wir das LGS

(
AT A ! 3E

)
v = 0 mit

dem Gauß-Algorithmus:




1 ! 3 !1 0 0
!1 2 ! 3 !1 0
0 !1 1 ! 3 0



⎝ =




!2 !1 0 0
!1 !1 !1 0
0 !1 !2 0



⎝ 2(Z2) ! (Z1)!



!2 !1 0 0
0 1 2 0
0 !1 !2 0



⎝

(Z3)+ (Z2)!



!2 !1 0 0
0 1 2 0
0 0 0 0



⎝ = Z.

Wir erhalten den Eigenraum:

Eig3(A
T A) =





v ∈ R3

⎭⎭⎭⎭⎭⎭⎭




v1
v2
v3



⎛⎝ = t




1

!2
1



⎛⎝ , t ∈ R





=
〈


1

!2
1



⎛⎝

〉

.

5 Eigenraum zu λ2 = 1 : Wir lösen das LGS
(
AT A ! E

)
v = 0 mit dem Gauß-

Algorithmus:




1 ! 1 !1 0 0
!1 2 ! 1 !1 0
0 !1 1 ! 1 0



⎝ =




0 !1 0 0

!1 1 !1 0
0 !1 0 0



⎝ (Z3) ! (Z2)!



0 !1 0 0

!1 1 !1 0
0 0 0 0



⎝ = Z.

Die Lösung ist:

Eig1(A
T A) =





v ∈ R3

⎭⎭⎭⎭⎭⎭⎭




v1
v2
v3



⎛⎝ = t




!1
0
1



⎛⎝ , t ∈ R





=
〈


!1
0
1



⎛⎝

〉

.

5 Eigenraum zu λ3 = 0 :Wir lösendasLGS AT Av = 0mitdemGauß-Algorithmus:




1 !1 0 0

!1 2 !1 0
0 !1 1 0



⎝ (Z2)+ (Z1)!



1 !1 0 0
0 1 !1 0
0 !1 1 0



⎝ (Z3)+ (Z2)!



1 !1 0 0
0 1 !1 0
0 0 0 0



⎝ = Z.
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Der dritte Eigenraum ist:

Eig0(A
T A) =





v ∈ R3

⎭⎭⎭⎭⎭⎭⎭




v1
v2
v3



⎛⎝ = t




1
1
1



⎛⎝ , t ∈ R





=
〈


1
1
1



⎛⎝

〉

.

Wir normieren die gefundenen Eigenvektoren:

v1 =





! 1√
2

0
1√
2



⎛⎛⎝ , v2 =





1√
6

! 2√
6

1√
6



⎛⎛⎝ , v3 =





1√
3
1√
3
1√
3



⎛⎛⎝ ,

und erhalten die orthogonale Matrix V :

V =





1√
6

! 1√
2

1√
3

2√
6

0 1√
3

1√
6

1√
2

1√
3



⎛⎛⎝ ⇒ VT =





1√
6

2√
6

1√
6

! 1√
2

0 1√
2

1√
3

1√
3

1√
3



⎛⎛⎝ .

Schritt 2: Analog bilden wir AAT :

AAT =
[
!1 1 0
0 !1 1

]


!1 0
1 !1
0 1



⎛⎝ =
[

2 !1
!1 2

]

.

Wie erwartet ist AAT eine symmetrische (2×2)-Matrix.Das charakteristischePolynom
von AAT ist
⎭⎭⎭⎭⎭
2 ! λ !1
!1 2 ! λ

⎭⎭⎭⎭⎭ = (λ ! 1)(λ ! 3) != 0 ⇒ λ1 = 3, λ2 = 1 .

Die Eigenwerte von AT A sind (in fallender Ordnung)

λ1 = 3 > λ2 = 1 .

Dadurch erhalten wir dieselben Singulärwerte wie oben: σ1 =
√
3 und σ2 = 1. Nun

bestimmen wir die zugehörigen orthonormierten Eigenvektoren von AAT :
5 Eigenraum zu λ1 = 3 : Wir lösen das LGS

(
AAT ! 3E

)
v = 0 mit dem Gauß-

Algorithmus:

[
2 ! 3 !1 0
!1 2 ! 3 0

]

=
[

!1 !1 0
!1 !1 0

]
(Z2) ! (Z1)#

[
!1 !1 0
0 0 0

]

= Z.

Die Lösung ist:
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Eig3(AAT ) =
{

v ∈ R2

⎭⎭⎭⎭⎭

[
v1
v2

]

= t

[
!1
1

]

, t ∈ R
}

=
〈[

!1
1

]〉

.

5 Eigenraum zu λ2 = 1 : Wir lösen wieder das LGS
(
AAT ! E

)
v = 0 mit dem

Gauß-Algorithmus:

[
2 ! 1 !1 0
!1 2 ! 1 0

]

=
[

1 !1 0
!1 1 0

]
(Z2)+ (Z1)#

[
1 !1 0
0 0 0

]

= Z.

Die Lösung ist:

Eig1(AAT ) =
{

v ∈ R2

⎭⎭⎭⎭⎭

[
v1
v2

]

= t

[
1
1

]

, t ∈ R
}

=
〈[

1
1

]〉

.

Die normierten Eigenvektoren von AAT sind

u1 =




! 1√

2
1√
2



⎝ , u2 =




1√
2
1√
2



⎝

und wir erhalten die gewünschte orthogonale Matrix U :

U =




! 1√

2
1√
2

1√
2

1√
2



⎝ .

Schritt 3: Die gesuchte SWZ von A lautet:

[
!1 1 0
0 !1 1

]

︸ ︷︷ ︸
A

=




! 1√

2
1√
2

1√
2

1√
2



⎝

︸ ︷︷ ︸
U

[√
3 0 0
0 1 0

]

︸ ︷︷ ︸
!





1√
6

2√
6

1√
6

! 1√
2

0 1√
2

1√
3

1√
3

1√
3



⎛⎛⎝

︸ ︷︷ ︸
VT

.

Machen Sie die Probe! !"

>Bemerkung
Die Berechnungen mit AT A und AAT ergeben immer dieselben Singulärwerte! Dies
liegt daran, dass AT A und AAT dieselben „Nicht-Null“-Eigenwerte besitzen. Genau
aus diesem Grund genügt es, die Berechnung der Singulärwerte nur einmal durchzu-
führen, entweder mit AT A oder mit AAT .




