B M(\sf)fal E.@e«w J— 2es Ie,c&/tma/

8.2.3 Musterbeispiel zum Kochrezept

Musterbeispiel 8.1 (Orthogonale Diagonalisierung/Spektralsatz tiber R)
Betrachte die folgende symmetrische (2 x 2)-Matrix

-3 3
A= .
Wir fiihren die orthogonale Diagonalisierung von A gemal3 Kochrezept 8.1 durch.

Schritt 1: Wir beginnen mit dem Bestimmen der Eigenwerte und Eigenrdume von A.
Das charakteristische Polynom von A bestimmen wir wie gewohnt:

pa(d) =det(A — LE) =

—3—-A 3
3 5—-A

’=(k+3)(l—5)—9

A2 —2U=(A—-6A+4) =0 = A =6 Ay=—4.

Die Eigenwerte von A sind somit A; = 6 und A, = —4.
Dann bestimmen wir eine Basis der zugehorigen Eigenrdume:
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== Eigenraum zu x| = 6 : Wir 16sen das LGS (A — 6E)v = 0:

-3—-6 3 |0 | [ -9 3|0 3(Zp) + 21 -9 310 _z
3 5-6|0 | | 3 —1/0 0 o0 |
Die Losung ist:
vi| |1 AR
=[] e )= G

== Eigenraum zu Ay = —4 : Fiir den zweiten Eigenwert 16sen wir (A +4E)v = 0:

344 3 o | _[1 3]0 @@ [13]0]_,
3 544|0 | |3 9]0 0 0|0 |~

. L)

Schritt 2: Wir bestimmen nun eine ONB fiir die verschiedenen Eigenrdume. In diesem
Fall werden die zwei Eigenrdume jeweils nur aus einem einzigen Eigenvektor aufge-
spannt. Somit gentigt es, diese Vektoren zu normieren:

Eige(A) = {v € R?

Eig_4(A) = {v € R?

Ul 1 1 U)) 1 -3

el = ——= s e2 = ——= .
llvall /10 |3 llv2ll V10 | 1

Wichtig! Reihenfolge: eq gehort zu A = 6, e3 zu A, = —4.

Schritt 3: Die gesuchte orthogonale Transformationsmatrix Q lautet somit:

| 1 _3
0=|e1 er|=|¥" A0
| VI0 V10
und es gilt
1 3 1 3
A:[_3 3}: VIO 10 [6 0] VI VI | = gpoT.
3o 7w w L Tm Tw

Machen Sie die Probe!
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Repel QU2

9.2 - Bestimmung der SWZ (praktisch)

9.25 Ubungen

Ubung 9.1

e 0 o Man bestimme die SWZ der Matrix A = |: 21 ﬂ

0 Losung:
Schritt 1: Wir berechnen A7 A:

el E Y

Beachte, dass A7 A symmetrisch ist (wie erwartet!). Dann fithren wir die orthogonale
Diagonalisierung von AT A durch. Dazu berechnen wir die Eigenwerte von A7 A. Um
diese Eigenwerte zu bestimmen, 16sen wir die charakteristische Gleichung:

S—Xx 3

|
=(A—=2(G—8) = A =8 Ay=2.
3 s |mamD0=8 =0 5 a =82

Die Eigenwerte von AT A sind (in fallender Ordnung)
A =8> =2

Die Matrix A hat folglich » = 2 Singuldrwerte
1= Vi = VB = 23>0y = /ig = V3.

Die Matrix X lautet

272 0
[ 0]

Nun berechnen wir die Eigenvektoren zu den Eigenwerten von AT A:
== Eigenraum zui| = 8: Fiir | = 8 16sen wir das LGS <ATA — 8E> v = 0 mit dem
GauB-Algorithmus:

5-8 3 0| | =3 3|0 | @+@p -3 3]0 _z
3 5-8|0| | 3 =310 0 o|0 |
Die Losung ist:
vi| |1 1

Eigg(AT A) = {v c R?
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== Eigenraum zui, = 2: Wir l6sen das LGS (ATA — 2E> v = 0 mit dem Gaul-
Algorithmus:

5-2 3 |0 3 3/0 | @-@p |3 3]0
3 5-210 3 310 0 0]0
Die Losung ist:
V] —1 —1
=1 teR; = .

Die gefundenen Eigenvektoren von AT A sind orthogonal zueinander (wie erwartet aus
dem Spektralsatz). Wir normieren einfach noch die gefundenen Eigenvektoren:

Eig,(AT A) = {v € R?

1 1

w=|E| w=|P
V2 V2

und erhalten damit die gesuchte orthogonale Matrix V:

I .
V2o V2 V2 V2

Schritt 2: Jetzt machen wir einfach dasselbe Spiel mit AA” . Es gilt:

2 2112 -1 8 0
AAT = = :
RS
Wie erwartet ist AAT ebenfalls symmetrisch. Da AAT bereits diagonal ist, kénnen

wir die Eigenwerte und Eigenvektoren direkt ablesen. Die Eigenwerte von AA” sind
A1 = 8 und Ay = 2 (gleich wie AT A) und die zugehorigen Eigenvektoren folglich

f] [

Dadiese Eigenvektoren bereits orthonormal sind, erhalten wir die gesuchte orthogonale
Matrix U als:

-]

Schritt 3: Die gesuchte SWZ von A lautet somit:

[2 2}_[1 0“2«/5 0} 5 7
N I
Lo ajl o V2]|l-5 5

—_— ——r—
A U X vT



1. A positive semidefinite matrix (in-class) (#7777)

Let n € Nt and let S € R™ ™ such that ST = —S. Prove that —S? is symmetric and positive
semidefinite.
T
\‘g\/ mMmm (‘\_Lc/l\ : A = A .
/
2 T 2
\/ L o H(’,h oo eeigen, >l0\sb (— S = -S Q&‘\lk-
T A2 \T T
(‘ 6L> = - (& T ~ (xST E>\
- - [ -s Y
= &=
Proposition 9.2.12. A symmetric matrix A € R"™" is Positive Semidefinite if and only if x' Ax > 0 for
all x € R™. Analogously, a symmetric matrix A € R"*" is Positive Definite if and only if x" Ax > 0 for
Pkt Qemhfud: | AL =0 S
\V} ¥ wol aleo EN X0, Joee al (— 531) « = C Lic alle X
L —
><-I - f>?’3 X =+ s _\_E>) S x




Ubung 8.6
e 00 Essei A € R eine reelle (n x n)-Matrix. Man zeige: Lasst sich A wie folgt

darstellen:
A=90DQ"

wobel Q orthogonal und D diagonal ist, so muss A notwendigerweise symmetrisch sein.

O Losung

Aus A = QD QT folgt
Al _ (QDQT>T _ (QT>TDTQT _opoT = 4.

Somit ist A symmetrisch. Dabei haben wir die Formeln (AB)T = BTAT und
T
(BT ) = B benutzt, sowie die Tatsache, dass fiir Diagonalmatrizen DT = D gilt.



452 Kapitel 9 - Singularwertzerlegung (SW2)

l+a2—2 o

y l_k=(1+a2—x)(1—A)—azzxz—(2+a2)/\+1.

Die Eigenwerte von A7 A sind

240’ +V/Q2+a2)? -4 B 2+ a2+ Vot + 4 B 2+a?+aya?+4
2 B 2 B '

2

A=

Beachte, dass A1 » > 0. Die Singuldrwerte von A sind

\/2+a2ia\/(x2+4
01,2 = .

2

In den folgenden beiden wichtigen Beispielen zeigen wir die SWZ an nichtquadrati-
schen Matrizen.

Ubung 9.3
e 0 o Man bestimme die SWZ der (2 x 3)-Matrix

1 1 0
A:[o —1 1]‘

0 Lésung

Wir gehen wie in der vorausgegangenen » Ubung 9.1 vor.

Schritt 1: Wir berechnen A7 A

~1 0 1 -1 0
ATA=1]1 =1 [_1 ! 0}: -1 2 -1

0 -1 1 0 —1 1

Wie erwartet erhalten wir eine symmetrische (3 x 3)-Matrix. Dann bestimmen wir die
Eigenwerte und Eigenvektoren von AT A. Das charakteristische Polynom von A7 A
ist:

I-x -1 0
-1 2-x -1
0 -1 1=

=1-MV2-NA-D->10=-=1A-V[0 -V -1 —1]

= A —DA=3)=0 = A =3 =1 23=0.

Die Eigenwerte von AT A sind somit (in fallender Ordnung)

AM=3>rm=1>43=0.
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Die Matrix A hat folglich » = 2 Singuldrwerte

und die Matrix X ist eine (2 x 3)-Matrix:

V300
E:[o 1 0]

Als Nichstes bestimmen wir die zugehorigen Eigenvektoren.
== Eigenraum zui; = 3 : Fiir | = 3 l6sen wir das LGS <ATA — 3E> v = 0 mit

dem GauB-Algorithmus:
1-3 -1 0 |o -2 -1 0 ]0 -2 -1 0 ]o0
{ -1 2-3 -1 o}=[_ -1 -1 0} 2@ { 0o 1 2 0}
0 -1 1-3]0 0 -1 210 0 -1 210
-2 -1 0]o0
@ 1) { o 1 20 } -z
0 0 0]0
Wir erhalten den Eigenraum:
V] 1 1
Eig3(ATA)= veR? n|=t|-2|,teR :< -2 >
V3 1 1

== FEigenraum zu iy = 1 : Wir 16sen das LGS (AT A — E) v = 0 mit dem Gaul-

Algorithmus:
0 0 -1 01]o0 0 -1 0
Z3) — (Z
o l=| -1 1 —i]o | P2 4
0 0 -1 00 0 0 0

Die LOsung ist:

V1 -1 —1
Eigi(ATA)={veR}||n|=t] 0|, reR =< 0 >

V3 1 1

= Eigenraum zu A3 = 0 : Wirlosen das LGS A7 Av = 0 mit dem GauB-Algorithmus:

1 -1 0 0 1 -1 0
Z2) + (Z

-1 2 -1 o | LR |y 1

0 -1 1 0 0 0 0

1 0

0 1o-
Zy)+(Z

o | PPEE 0 1 o

0 0 -1 1
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Der dritte Eigenraum ist:

V] 1
Eigog(ATA)={veR? || wn|=1|1]|.1eR =<
V3 1

Wir normieren die gefundenen Eigenvektoren:

1 1 1
V2 /8 i

v = (1) , U= —1% , V3= ? ,
V2 V6 V3

und erhalten die orthogonale Matrix V:

1 1 1 1 2 1
e I
[ R A
V6 V2 3 3 V33

Wie erwartetist AAT eine symmetrische (2 x 2)-Matrix. Das charakteristische Polynom
von AAT ist

— !
L =G Dhe=3=0 = =3 =1

Die Eigenwerte von A7 A sind (in fallender Ordnung)
AM=3>ram=1.

Dadurch erhalten wir dieselben Singulirwerte wie oben: oy = +/3 und o = 1. Nun

bestimmen wir die zugehdrigen orthonormierten Eigenvektoren von AAT:

= Eigenraum zui; = 3 : Wir 16sen das LGS (AAT — 3E> v = 0 mit dem Gaul3-
Algorithmus:

2-3 -1 10 -1 —-11]0 (Zy) - (Z]) -1 —-110
-1 2-310 -1 =110 0 010

Die Losung ist:
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Eig;(AAT) = {v € R?

V] -1 -1
= R} = .
== Eigenraum zu i, = 1 : Wir 16sen wieder das LGS (AAT — E) v = 0 mit dem
GauB-Algorithmus:

2-1 -1 10 | 1 =10 | @+ I —11]0 _z
-1 2—-1{0]| | =1 1]0 0 0|0 | ™
Die LOsung ist:
vi| |1 1

Die normierten Eigenvektoren von AAT sind

Eig;(AAT) = {v e R?

N
I
Sl

und wir erhalten die gewiinschte orthogonale Matrix U:

1 1
V2 2

Schritt 3: Die gesuchte SWZ von A lautet:

1 2 1
1 1 NN AN
-t 0]y [V o o] g
—_— 3 V3 V3
A pa >
VT
Machen Sie die Probe!

© Bemerkung
Die Berechnungen mit A7 A und AAT ergeben immer dieselben Singulirwerte! Dies
liegt daran, dass A7 A und AAT dieselben ,,Nicht-Null“-Eigenwerte besitzen. Genau
aus diesem Grund gentigt es, die Berechnung der Singuldrwerte nur einmal durchzu-
fithren, entweder mit A7 A oder mit AAT .



Ubung 9.7
ecoEssei A € R"*" Zeige, dass AT Aund AAT dieselben , Nicht-Null“-Eigenwerte

besitzen.
0 Losung
Nehmen wir an, dass v # 0 ein Eigenvektor von AT A zum Eigenwert A # 0 ist. Das
heil3t:
AT Av =)0,

461

9.2 - Bestimmung der SWZ (praktisch)

Multiplizieren wir nun alles von links mit der Matrix A, erhalten wir
AATAv=41v = AAT(Av) =1 (Av).

Was besagt diese Gleichung? Diese Gleichung besagt, dass u = Awv ein Eigenvektor
von AAT zum Eigenwert A ist (vorausgesetzt Av # 0).
Nun nehmen wir an, dass u # 0 ein Eigenvektor von AAT zum Eigenwert A # 0 ist:

AATv=2v.
Jetzt multiplizieren wir alles von links mit A7 und erhalten

ATAATv=4T3v = ATaaTvy=xr@Tv).
Daraus folgt, dass v = A7 u ein Eigenvektor von A7 A zum Eigenwert A ist (angenom-
men Al u # 0).

Somit haben wir gezeigt, dass AT A und AA” dieselben Nicht-Null-Eigenwerte
haben.

(Vo)



