
HS 19 4

b P A f 1 2 det 2

at

2 712 1

12 44 3

12 41 3 0
X 3 4 1 tt NEY 4

TK3 1 1 0 2 NE
1 12 3

11 1 3

Zusätzlich Finde Eigenvektoren zu ts tz Was sind die geometrischen

und algebraischen Vielfachheiten von In tz



11 1 Da die Nullstelle In 1 nur einmal in PLA vorkommt

ist die algebraische Vielfachheit 1

Wir bestimmen nun N A I

A Itv 0

Wir werden den Gauss Algorithmus an auf A E 0

211

11 3

Un v2 0

v1 v2

Also ist NIA 1 t 1 ER

Ein Eigenvektor zu 11 1 ist also 1 und

da dimNIA I 1 ist die geometrische Vielfachheit 1

12 3 Da die Nullstelle 12 3 nur einmal in PLA vorkommt

ist die algebraische Vielfachheit 1

Wir bestimmen nun N A 3 I

A BIN 0

Wir werden den Gauss Algorithmus an auf A BEI 0

211



11

v1 v2

v1 v2

Also ist NIA.SI t 1 ER

Ein Eigenvektor zu 12 3 ist also und

da dim.INA 3I 1 ist die geometrische Vielfachheit 1
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2.1.6 Musterbeispiel zum Kochrezept

Musterbeispiel 2.1 (Diagonalisierung)
Betrachte die folgende (2 ! 2)-Matrix

A =
[
1 2
3 2

]

.

Ist A diagonalisierbar über R? Wir gehen gemäß7 Kochrezept 2.2 vor.

Schritt 1: Wir bestimmen die Eigenwerte und Eigenräume von A mit den Methoden
von 7 Abschn. 1.2. Dazu berechnen wir das charakteristische Polynom von A:

pA(λ) = det(A − λE) =
∣∣∣∣∣
1 − λ 2
3 2 − λ

∣∣∣∣∣ = λ2 − 3λ − 4 = (λ − 4)(λ + 1) .

Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, d. h.

(λ − 4)(λ + 1) = 0 ⇒ λ1 = 4, λ2 = −1.

λ1 und λ2 sind einfacheNullstellen des charakteristischen Polynoms, somit haben beide
Eigenwerte algebraischeVielfachheit 1. Also ist Adiagonalisierbar.Nun bestimmenwir
die zugehörigen Eigenräume:
5 Eigenraum zu λ1 = 4:Wir lösen das LGS (A − 4E)v = 0:

[
1 − 4 2 0
3 2 − 4 0

]

=
[

−3 2 0
3 −2 0

]
(Z2)+ (Z1)!

[
−3 2 0
0 0 0

]

= Z.

Die Lösung ist:

Eig4(A) =
{

v ∈ R2

∣∣∣∣∣

[
v1
v2

]

= t

[
2
3

]

, t ∈ R
}

=
〈[

2
3

]〉

.

λ1 = 4 hat geometrische Vielfachheit 1.
5 Eigenraum zu λ2 = −1: Für den zweiten Eigenwert lösen wir (A+ E)v = 0:

[
1+ 1 2 0
3 2+ 1 0

]

=
[

2 2 0
3 3 0

]
2(Z2) − 3(Z1)!

[
2 2 0
0 0 0

]

= Z.

Die Lösung ist:

Eig−1(A) =
{

v ∈ R2

∣∣∣∣∣

[
v1
v2

]

= t

[
1

−1

]

, t ∈ R
}

=
〈[

1
−1

]〉

.

λ2 = −1 hat geometrische Vielfachheit 1.

Beispiel Matrixdiagonalisierung
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Schritt 2: Ist A diagonalisierbar? Es gilt:
5 A hat zwei Eigenwerte in R "
5 Für beide Eigenwerte stimmen die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten

überein:

Algebraische Vielfachheit von λ1 = 1 = Geometrische Vielfachheit von λ1 "
Algebraische Vielfachheit von λ2 = 1 = Geometrische Vielfachheit von λ2 "

Nach7 Satz 2.2 ist A diagonalisierbar.Wir können somit mit dem nächsten Schritt des
Kochrezeptes weiterfahren.

Schritt 3: Die Transformationsmatrix P besteht aus allen Eigenvektoren und sieht
folgendermaßen aus:

P =




| |
v1 v2
| |



 =
[
2 1
3 −1

]

⇒ P−1 = 1
det(P)

[
−1 −1
−3 2

]

=
[
1
5

1
5

3
5 − 2

5

]

.

Somit ist

A =
[
1 2
3 2

]

︸ ︷︷ ︸
=A

=
[
2 1
3 −1

]

︸ ︷︷ ︸
=P

[
4 0
0 −1

]

︸ ︷︷ ︸
=D

[
1
5

1
5

3
5 − 2

5

]

︸ ︷︷ ︸
=P−1

= P DP−1,

was äquivalent ist zu

P−1AP =
[
1
5

1
5

3
5 − 2

5

]

︸ ︷︷ ︸
=P−1

[
1 2
3 2

]

︸ ︷︷ ︸
=A

[
2 1
3 −1

]

︸ ︷︷ ︸
=P

=
[
4 0
0 −1

]

︸ ︷︷ ︸
=D

.

Machen Sie die Probe!

>Bemerkung
Es ist dem Leser überlassen, mit welchen Methoden er jeweils in Zukunft die Ei-
genwerte und die zugehörigen Eigenräume/Eigenvektoren bestimmt (Sarrus, Laplace-
Entwicklung, Gauß-Algorithmus oder andere Spezialmethoden aus den vorausgegan-
genen Kapiteln oder Band I).

>Bemerkung
Die Diagonalisierung ist nicht eindeutig. Wir können zum Beispiel die Reihenfolgen
der Eigenwerte in der Matrix D ändern. Wichtig ist, dass die Eigenwerte in D und die
entsprechenden Eigenvektoren in P in der gleichen Reihenfolge vorliegen:



a Wir haben A

Das charakteristische Polynom ist

P A 12 1

also PIA O 1 1

Eigenvektoren zu 1 1

A Etv 0

in

1 E

n x2

Eigenvektor zu 1 1

A E 0

y 0

1 1 0

Alternativ Ausprobieren sehen



b Einfachste Möglichkeit

Es gilt Aen Cen Aea tes tes 2e

Also hat A die gefragten Eigenwerte und keine mehr

da eine 3 3 Matrix höchstens 3 Eigenwerte hat

c Erinnerung Ähnliche Matrizen haben die gleichen Eigenverte

Wir können ein beliebige Basis Evn v2 v3 von IR wählen mit

v1 L

Ii

L

Da A und B ähnlich sind haben sie die gleichen Eigenwerte



a Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 Das bedeutet 0

Falls 0 Bu 0 da sonst ABV AO 0

was nicht sein kann da 1 10 Also folgt

B A B B AB u Blu Bv

wobei Bu 0 also ist ein Eigenwert von BA mit

Eigenvektor Bu

Falls 4 0 Da detAB Tita muss det AB 0

Da det AB datA derB detBA 0 muss auch

0 detBA Türen also muss ein Eigenwert von BA 0 sein

Seien v1 un ER die vollständige Menge von Eigenektoren von AB

Aus a und da B invertierbar ist figt dass

Bus Bun ER alle reellen Eigenvektoren von BA sind

Zusätzlich da v1 un linear unabhängig sind und B invertierbar

folgt dass Bun Bun linear unabhängig sind

Also formen Bus Bun eine Basis von Rh sind also eine

vollständige Menge realer Eigenektoren von BA



c Aus b wissen wir dass

AB hat vollständige Menge reelles Eigenvektoren

BA hat vollständige Menge reeller Eigenvektoren

Wenn wir A und B tauschen und b anwenden erhalten wir die

andere Richtung der Implikation

d Aus b schliessen wir dass A nicht invertierbar sein kann

Betrachte A 8 B mit

AB und BA 88

BA hat eine vollständige Menge rechter Eigenektoren da

der Eigenwert 1 0 algebraische Vielfachheit 2 hat

und dinN BA CID 2

AB hat jedoch keine vollständige Menge rechter Eigenektoren da

der Eigenwert 1 0 algebraische Vielfachheit 2 hat aber

dim N AB CID 1



Fs 20

Probleme 1 3 Falls N A XI mehrdimensional ist gibt es unendlich

viele Basen

Bei normierten Eigenvektoren gibt es 2 Möglichkeiten oder u

Lösungen zu Aufgaben aus Prüfungstrainer Lineare Algebra sind
im Buch Link jeweils auf den Folien


