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1. Properties of pseudoinverses (in-class) (W&vY)
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Let A € R™*™ and B € R™*P be arbitrary matrices. /L _
a) Prove that if rank(A) = rank(B) = n, we have (AB)" = BT AT |
b) Prove that ATAAT = AT, Amma - QA -
¢) Prove that (AT)T = (AT)T.
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Proposition 6.4.9. For A € R™*" withrank(A) =r, let S € R"*" and T € R"*" such that A = ST.

AT =T7s".
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1. Gram-Schmidt (in-class) (R¥Y)

Consider the invertible matrices
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a) Apply the Gram-Schmidt process to the columns of A.
b) Write down a (Q R-decomposition of A.
¢) Apply the Gram-Schmidt process to the columns of B.

d) Is it always true that the Gram-Schmidt process on the columns of an upper triangular n X n
matrix with non-zero diagonal entries yields the canonical basis ey, . .
or counterexample.

. ,ep? Provide a proof
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Theorem 6.2.4.
{xeR"|Ax=b} =0 < {zeR"|ATz=0,b"z=1} #0.

2. Characterizing solvability via nullspaces (bonus, hand-in) (**i})
Let A € R™*™ and B € R™*"2, Consider the system of linear equations
(EQ) Ax + By = ¢, ceR™

where x € R™ and y € R™2 are the unknown vectors. Show that the system has a solution (z, y)
for every right-hand side ¢ € R™ if and only if the null spaces of AT and B satisfy

NAHNN(B") = {0}

: Use Theorem 6.2.4. from the lecture notes.
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Fe qa

[k] [f] Gegeben sind die orthogonalen Matrizen A € R™"*™ und B € R™*"™. Markieren Sie fiir
jede folgende Aussage, ob sie korrekt [k] oder falsch [f] ist.

O @( Die Matrix AB ist orthogonal, aber BA ist im Allgemeinen nicht orthogonal

O ?&/ Die Matrix BA ist orthogonal, aber AB ist im Allgemeinen nicht orthogonal.

yﬁ/ Die Matrix AB und die Matrix BA sind im Allgemeinen orthogonal.

O Q/Die Matrix AB und die Matrix BA sind im Allgemeinen nicht orthogonal.
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[k] [f] Gegeben sei die untere Dreiecksmatrix A € N3*3| deren Eintriige natiirliche Zahlen sind
und fiir die gilt, dass alle Eintrige entweder nur einmal vorkommen oder Null sind. Mar-
kieren Sie fiir jede der folgenden Zahlen, ob sie der Wert der Determinante det (A) sein
kann (k] oder nicht [f].
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(k] [f] Markieren Sie fiir jede folgende Aussage, ob sie korrekt [k| oder falsch [f] ist.

O A € R™™ ist eine orthogonale Matrix genau dann, wenn ihre Spalten eine Orthonormal-
basis von R"™ beziiglich des euklidischen Skalarprodukts bilden.

O ¥ Wir betrachten den Vektorraum R™ mit dem euklidischen Skalarprodukt. Das Skalarpro-
dukt zweier Einheitsvektoren kann beliebig gross sein.

O & Wir betrachten wieder R™ mit dem euklidischen Skalarprodukt. Wir kénnen eine beliebig
grosse Menge von Vektoren in diesem Vektorraum finden, die paarweise orthogonal sind.
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Definition 6.3.3 (Orthogonal Matrix). A square matrix Q € R"™" is an orthogonal matrix when QT Q = I.

In this case, Q" =1, Q' = Q7 and the columns of Q form an orthonormal basis for R™.
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Definition 6.3.1 (Orthonormal vectors). Vectors qi,...,q, € R™ are orthonormal if they are orthogonal
and have norm 1. In other words, for all i, j € {1,...,n}
qi q; = 8,
where §; j is the Kronecker delta
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Definition 1.14 (Angle). Let v,w € R™ be two nonzero vectors. The angle between them is the
;;) E("vmo’@ J',G/ @A} .'.n:l' o unique o between 0 and 7 (180 degrees) such that

v-w
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e [-1,1].
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(Here, the interval [—1,1] = {x € R : =1 < a < 1} comes from the Cauchy Schwarz inequality,
Lemma . In other words,
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Definition 6.3.3 (Orthogonal Matrix). A square matrix Q € R™" is an orthogonal matrix when Q' Q = I.
In this case, Q0" =1, 0~ = Q7 and the columns of Q form an orthonormal basis for R™.

[k] [f] Gegeben sind die orthogonalen Matrizen A € R™*™ und B € R™*™. Markieren Sie fiir
jede folgende Aussage, ob sie korrekt [k] oder falsch [f] ist.

O Die Matrix AT ist orthogonal
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5.Let A € R7*° be arbitrary. Let AT be the pseudoinverse of A. Which of the following statements must be
true? Note: only one answer is correct.

(a) rank(A) = rank(AT).
(b) AAT =T, pfobvrdr&gw\@/ HLS%
(¢) rank(AT) =5.

(d AfA=1.
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5.Let A € R7*° be arbitrary. Let AT be the pseudoinverse of A. Which of the following statements must be
true? Note: only one answer is correct.

(a) rank(A) = rank(AT).
(b) AAT=1.
(¢) rank(Af) =5.
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