
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Korrektur letzte Woche

1
a Wir zeigen rankfAB n B

rank AB dim AB
bin bi

AB ABI ERP

ALBA ERP

EA y I ya B

Ay ER

CIA

Beweis B IR
Für ERP ist Bx ER also ist B ER

Da Rank B n ist gilt Din B n

Da B IR gilt muss also B IR gelten

Korrektor letzte Woche

Es gilt AB AM App B bi



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M M n A B in AB

AB Mt BtAt

Also können wir Proposition 6.4.9 mit M AB anwenden

und erhalten dass AB BtAt



In Class

a Sei A

Wir beginnen mit GramSchmidt

9 Er 9 E
9s az aigilq az an

E

g iii a E E
g as lastgign fastg ga

a Fan 09

g 1 11
Also ist 9s 92 937 dir gesuchte Menge orthanormaler Vektoren



b Wir haben

a E E
Wir berechnen R

a a E E TL
X

L

c Seien be be be be die Spalten von B Wir werden

den Gram Schmidt Algorithmus an

g Fall 1 0 c a T

g bz big q ba 29 10 4 00

92 It 01 00

g b batg 9 bi ga 92 b 391 592
0 0 7 c

g 91 o o 1 a t

qi by Ibfgig batg ga big 93
by Og 692 89s 0 0 0 9 T

94 119 o o o 1



d Nein Gegenbeispiel A I für jedes NEIN

Die Spalten von A sind bereits orthonormal also verändert

Gram Schmidt die Matrix nicht

Das reicht als Antwort auf diese Aufgabe

Aber weil beweisen so viel Spass macht beweisen wir zusätzlich

Sei A eine obere Dreiecksmatrix mit strikt positiven Diagonaleinträgen

Wir zeigen dass Gram Schmidt immer die Einheitsbasis produziert

Seien an an die Spalten von A und qui an die
orthonormalen

Vektoren die wir durch GramSchmidt auf an an erhalten Wir behaupten

qi ei für alle ital n Wir verwenden einen Widerspruchsbeweis

Sei ieft.in der kleinste Index so dass gitei
Da an Cei LER gilt muss ist sein

Da A eine obere Dreiecksmatrix ist müssen die letzten n i

Einträge von a sein

Falls einer der ersten i 1 Einträge nicht null ist also ja
und fail 0 dann ist gigi eig 0 was der

Orthogonalität von 9 und g widerspricht

Also ist der einzige nicht null Eintrag von ai der i te Eintrag

Da der i te Eintrag positiv ist und nicht durch den

Gram Schmidt Algorithmus verändert wird da A obere Dreiecksmatrix

Also muss gi ei was unserer Annahme widerspricht

Daraus folgt dass qi ei für jedes ieff.in



Wir schreiben das Gleichungssystem als Matrix

A B Y c

Wir verwenden Kontraposition

Das System hat keine Lösungfür eine N A n NBT o

Es gilt ER YER A B f L

Aus Theorem 6.2.4 folgt dann dass

ze R ff 2 0 1
beide

peilen
transponieren

Also existiert ein ZER mit ATz C EA 0

BE O ZB D also ZEN A EN B Wegen

Tz 1 folgt dass 2 0 Also gilt 0

ZEN A n N BT und somit ist NCATInN B 0



Es gilt ZEN ATINBT z 0 Da 0 immer in Nullraum ist

kann NAT nN BT nieht stimmen

Es gilt also Az 0 BE O z 0

Wir wollen Theorem 6.2.4 anwenden Es gilt f z 0 also

suchen wir ein so dass Ez 1 Wir wählen

ET z Dann gilt Ez 2 ztz 1

Also wenden wir Theorem 6.2.4 an und erhalten

dass ER YER A B f L



HS 19

M orthogonal MTM I

Wir überprüfen also M AB und M BA

ABT AB BTAT AB

BT I B

I

BAIT BA ATBT BA

ATA
I

Also sind sowohl AB als auch BA orthogonal



Bei einer Dreiecksmatrix ist die Determinante das Produkt

der Diagonaleinträge Es gilt

6 1.2 3 35 7.5 1

also sind 6 und 35 mögliche Determinanten

5 und 2 kann man nicht als Produkt sich nicht

wiederholender natürlichen Zahlen schreiben



X

Die erste Richtung folgt direkt aus der Definition

Die zweite Richtung folgt aus der Definition von orthonormalenVekt

Da a

IiiErinnere die Definition

von Winkel

Es gilt cas a KiTa
v w cos a Hull Hull

Falls v w Einheitsvektoren sind so gilt
v w was a also v w 1

iii Falsch da es in IR höchstens n linear unabhängige Vektoren

gibt



FS 20

Wir wollen zeigen dass A TAT I Def 6.3.3

Es gilt A TAT AAT I wegen 6.3.3

Gegenbeispiel A I B I sind beide orthogonal

aber A B 0 ist nicht orthogonal

Gegenbeispiel A I A AT ZI was nicht

orthogonal ist ZI ZI QI I

Bemerke dass B BT da B orthogonal

Wir berechnen

IAB ITA B A B ABt B BT

B AT A BT ATA 0

B I BT BBT 0

I



Probeprüfung HS 24

Probeprüfung 4524

a Bereis dass rank A rank At

rank At rank A

Sei A Es existiert also y AK für ein

Es gilt
A Ay AAA Atx
Es gilt also Thg

Atty ATAT ATÄFT

Also ist y eine Linearkombination der Spalten von AI also
CAT Daraus folgt

C A AT dimkA dimCIA rankA rankAt

rank At rank A

rank A rank A Theorem 4.33



rank A rank At

Sei LIA Es existiert also y Ax für ein

E

ETA 1 1
AA ist Projektionsmatrix

auf CIA
Ax y

Daraus folgt
AA yt Auf beiden Seiten transponieren

TIA A T
YT ICE

AA AA Theorem 6.4.10

beide Seiten transponieren

LH Tat

CeBIT BE

yt KAH YE RIA
Daraus folgt

A RIA dim A dim RIA

rank A rank At

dim All rank A laut Theorem 4.31

dim R A rank A wegen
Theorem 4.32



b Sei A 0

Egal was At ist AA I da 0A 0

c Sei A R 1000000

A RT CTART CT

L 1110 071 so 9

1 10 0

10 03

L
At hat Rang 1 also rank At 5 gilt nicht immer

d Wenn 1 0 ist AA O I


